LES FONCTIONS LN ET EXP

81 Introduction
1.1 Une nouvelle fonction

Soit la fonction f (puissance n*™)définie de R” dans R pary = f(x)=x",n € Q ;
cette fonction est dérivable (et donc continue) sur R et f'(x) =n x"* ;
on en déduit que, par définition, une primitive de la fonction f est la fonction F définie par

y= F(X): LX
n+1

n+1

, sauf pourn=-1.

Ainsi la fonction inverse g définie pary = g(x) = L n’admet pas de primitive.
X
A

1

e Considérons la fonction g, mais définie sur R’ ; DNRAEL
elle y est continue et donc intégrable sur tout Lo \»~\
intervalle fermé [a,b] c R . \’\
o S "X

e Soit la fonction notée " In " (prononcée pour I’instant "ellen™)

définie dans R’ dans R pary = In(x) = I% dt ;
1
par le théoréme de Riemann ce nombre In(x) est bien défini, Vxe R’ ;

par le théoreme fondamental du calcul intégral, la fonction In est une primitive de la fonction g .

1.2 Propriétés de la fonction In
e Propriétés immediates :

1
1) In(1)=0,car I%dt:O
1

2) si0<x<1, alorsIn(x)<0

six>1, alors In(x) >0 (par définition) ;
3) (In(x))'= =, Vxe R
4) [In(f(x))] = ﬁ f'(x) = ];((X)) VxeR tel que xeDset f(x) >0 ;
5) attention : f (X) dx = In|f (x)|+c;
LICI
: ' tf(x))0 ,
en effet : [Inff(x)[] = |1;(X)| _1;(())() =];(—X) ;
) o 1000 %)

exemple : Ix:j)fS dx =1In ‘xa +8‘ +C

6) Par construction, la fonction In est strictement croissante, c'est-a-dire
V {x1, X3 R, | X1 < X2 < In(X1) < In(x2)



e Propriétés fondamentales :
Théoreme 1 : La fonction In est un morphisme du groupe multiplicatif R’
dans le groupe additif R, c'est-a-dire :

In (x-y) = In(x) + In(y) , V{x,y}e R.
démonstration :

Interprétation géométrique du théoreme 1 : ouvrir le visualisation en flash. \nm
ouvrir la figure cabri

a) |n[5J — In(x) = In(y)
y

b) In(iJ:— In(y)
y

Corollaire 2 du théoréme 2: @) In(x,-X,-X;---X, ) =In(x;)+In(x,) +In(x;) +---+In(x,,)
V{X,, Xy X, X} € RY, VNeN {1}
b) In(x")=nlIn(x), vxeR] etvneN’

Corollaire 1 du théoréme 1 : V{X,y}eR’

Théoréme 2 : Le corollaire 2b) reste vrai si neQ.
démonstration :

e Définition de x" avec x e R etn R - @ : on peut maintenant définir le nombre x" de la maniére
suivante : on calcule n-In(x) ; comme In est bijective car croissante et continue sur R’ , il existe un

et un seul réel y tel que In(y) = n-In(x). On pose alors, par définition, que ce nombre y est x".

On a évidemment, et par définition, In(x") = n-In(x), YneR, formule qui prolonge le théoréme 2

au cas ol neR-Q. Cette définition de x" concorde avec I’ancienne lorsque n Q car In est bijective.
De plus, on peut alors démontrer (et non seulement admettre comme précédemment) le théoreme
suivant :

Théoréme 3 : v{x,z}c R, v{n,m}cR ,ona:
1)  x'x"=x""
2) (x2)"=x"z"

3) (Xn )m — xm
démonstration: 1) ona: In(x"x") = In(x")+ In(x™) = n-In(x)+m-In(x) = (n+m) -In(x)=In(x
d’ou x"-x™ = x""™ car In est bijective.
2) deméme: In[(x2)"] = n-In(xz) = n-[In(x)+In(z)] = nin(x)+nin(z)
= In(x")+Inz") = In(x"-z") < (xz2)" = x"z";
3) et: In(x”)m: m-In(x") = m-(nIn(x)) = (mn)-In(x) = In(x™) < (x“)m =x™.

n+m)
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2.2
2.3

Etudedelafonction In
Domaine : par définition, le domaine de lafonction Inest R, ;
Parité : lafonction In n’admet aucune parité, car son domaine n’ est pas symétrique ;
Asymptotes:

231 Asymptotesverticales: ona limin(x) = —o, donc estAV.
)

preuve: on démontretout d abord que lim In(x) = +oo :

par construction, lafonction In est strictement croissante et on a, Vxe R, ¥neN, ona

n+l

2" >x>2" < Inx) > In2") < In(x) > nIn(2), or In(2)>0,
donc lim In(2") = lim [nln(2)] +00 ; &t S N—+00 <> X —+oo donc lim In(x) = +o.

nN—>+o X—>+30

1
Deplus, en posant x'=—, onax—>>0c> X'— 400 €t
X

X'—>+0 X'+ X'+

I|mIn(x)_ lim In( 1'j_ lim —In(x")=—lim In(x")=-c. CQFD
X
>
2.3.2 Asymptotes aux infinis : on ne recherche que les éventuelles asymptotes affines
d’équationy mx+h ;

In(x
caculonsm= lim —~% ( )

X—>+00 X

s t>1,alors\/?>1etﬁ\/?>\/f:>t>\/f@%<ietonaalors

Jt
.[}d j dt < 0<In(x) < 24X -2< 24x <0< X 2
bt x I
In ( ) ol i In(x)
=0dou lim =0
X—>+00 X%-Hx:\/_ X—>+0 X

Ains lafonction In admet une asymptote horizontale d’ équationy = h;
or nous savonsque h= lim In(x) =+,
X—>+00

donc In admet une asymptote horizontale "rejetée al’infini".
On peut aussi démontrer cette limite avec le théoreme de I’ Hospital :

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur V-{a}, V étant un voisinage de a,
s limf(x)=0 et limg(x) =0,

s g(x) =0, VxeV-{a et s Iimf'(x) eRou lim——= ) =+,

X—a g'(x) x>a (X)
alors lim %) _jjm T )
SR gx) R g'x)

(lethéoréme est encore valablesi a= +o0, oua=-co et mémes limf(x)=limg(x) = +wx)
X—a X—a

1
Ains : fim O _ iy [INCO] ] _lim X = lim =0

X>+0 X X —>+00 X' x>+ ] X+ X



2.4 Dérivée premiere

on a construit la fonction In telle que [In(X)] = % vxeR,

donc la fonction In est strictement croissante sur son domaine R .
2.5 Dérivée seconde :

ona[ln(x)] " = Gj = ;—21

<0, ¥xeR] etdonc le graphique de In est concave.

2.6 Tableau récapitulatif :

X -00 1 +00
[In()T + 1 +
[In()]" - -

In(x) -
0 —— '

La fonction In est croissante et continue sur R’ donc, par le théoréme de la valeur intermédiaire,
est une fonction bijective de R’ sur R.

De plus, comme In(x-y) = In(x) + In(y), la fonction In est un isomorphisme du groupe multiplicatif
(R’ -) vers le groupe additif (R , +).

2.7 Graphique :

Tout nombre réel y est donc I’image
par In d’un nombre réel strictement
positif et d’un seul. y=In(x)
En particulier, il existe un et un seul
nombre dont I’image par In vaut 1 :

on le désigne par €.

Par définition, le nombre € est
supérieur a 1. Nous verrons dans la
suite que ce nombre € est d’une
importance capitale en mathématiques.




3.1

83, FONCTION EXPONENTIELLE

DEFINITION ET CONSEQUENCES IMMEDIATES

Puisgque 1n est une bijection de ]?: sur R , elle admet

une application réciproque :

Définition 3.

On appelle fonction exponentielle la fonction

réciproque de 1ln :

exp = lﬁl : ]R————)IR_"‘_
X b——» y = expx
On a : In
* —
R ——R
exp
in
VA S—p : y = expx & Iny = x
exp
et exp 0 1In = id]?* (::) et In o exp = :'Ld]R

Remarque

De <:> , il résulte pour tout x € R

lnlexpx) = x = x* 1 = x+* 1lne = 1n(ex]

X
et par suite, puisque 1n est injective : exp x = e .

La fonction exponentielle que nous venons d'introduire
est donc bien une fonction exponentielle au sens gue nous
avions introduit antérieurement : la fonction exponentielle
de base e : ]R——————)IR: .

X
X > e

®
®



3.2

3.3

I1 en résulte que la fonction 1n est bien une fonction

logarithme : celle de base

Les relations <:> <:> et <:> peuvent alors s'’écrire :

© [r-=

EXPONENTIELLE D'UNE SOMME

Rappelons le résultat suivant :

Théoréme 3.

exp R —-——»]R_f_

du groupe (R, +)

Ainsi exp{x + y) = EXP X * expy

ou e = e e

Ce théoréme découle des propriétés de la réciprogue d’'un

sur le groupe

x € R

est un isomorphisme

(R?

isomorphisme de groupes. Sa démonstration peut aussi 8tre

faite directement en calculant le logarithme naturel de

chague membre.

ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

in

Soit y = e° e 1ny = x

exp

La formule de dérivation de la réciproque d'une fonction

nous permet de calculer la dérivée

)



Xvy o 2 1 -
(e”) (1Iny)'

=y = e : (ex)' = ex

II
1
y

Ainsi la fonction exponentielle est gégale a sa dérivée !

( ¥ (X) yroo= u(%)

On en déduit : e u' (%) ,

u étant une fonction dérivable de x .

Note

En physique, tout phénom&ne dont la vitesse est proportionnelle
& la fonction s'’exprime par une fonction exponentielle. Par
exemple, la température d'un corps chaud, gui se refroidit

dans 1'air, est une fonction exponentielle du temps.

La fonction exp étant la réciprogue de la fonction 1n .,
sa courbe représentative est la symétrique de la courbe repré-
sentative de la fonction 1n par rapport a la premiére

bissectrice.

M lé:&x




